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Z9[ E0)+"&)#15 .1*&% 0$8--&)%#+ $)%&$$ "#$)(%8 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 R]

Z9S H=.#30/&1) '/0$)#+ $)%0#1 )( 20#/.%& 3&%$.$ $)%&$$ )%#0;#0/#)8 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ZT

Z9Q A0-05& &3(/.)#(1 (2 D^NO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ZX

Z9X A0-05& &3(/.)#(1 (2 DAO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ZX

Z9] O01$(17D(22#1 '/() (2 D^NO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 Z]

Z9U O01$(17D(22#1 '/() (2 DAO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 Z]

S9T Y//.$)%0)#(1 (2 <#1&-0)#+ "0%*&1#15 '0%0-&)&%$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SR

S9R H;'&%#-&1)0/ 3&%$.$ 1.-&%#+0/ %&$./)$ `@O[UP +8+/#+ )&$) Ta 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SS

S9Z H;'&%#-&1)0/ 3&%$.$ 1.-&%#+0/ %&$./)$ `@O[UP +8+/#+ )&$) Ra 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SQ

S9[ H;'&%#-&1)0/ 3&%$.$ 1.-&%#+0/ %&$./)$ `@O[UP +8+/#+ )&$) Za 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SX
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Q9RX A&)0#/ .$&* )( #1*.+& #17'/01& ,.+</#15 (2 ,%0+&$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TRZ

Q9R] >10/8$#$ %&$./) (2 #17'/01& ,.+</#15 (2 ,%0+&$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TRZ

Q9RU O(*&/ ,.#/*#15 2/((% '/01 01* ,%0+&* 2%0-& &/&30)#(1$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TRS
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Q9Z[ Y1)&%$)(%8 *%#2)$ ,8 -(*0/ '.$"(3&% 01* %&$'(1$& "#$)(%8 010/8$#$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TZT

>9T b"#22/&7!%&& /(0* $8$)&- `W0%%#$ 01* O.$<#3#)+"4 TU]Pa 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9Z

>9R >%)#+./0)&* $8$)&- (2 )"& b"#22/&7!%&& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9[
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>9[ > /#1&0% &;0-'/& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9Q

>9S C(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9]

>9Q ?(0* 3&%$.$ *#$'/0+&-&1) 2(% 1(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9U

>9X A#$'/0+&-&1) "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9U

>9] ?(0* "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TP

>9U V#0;#0/ )&1$#(1 (2 0 $"&// &/&-&1) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TT

>9TP @)%0#1 "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% -0)&%#0/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TR

>9TT @)%&$$ "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% -0)&%#0/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TR

>9TR L.$"(3&% 010/8$#$ -(*&/ (2 ,%0+&* 2%0-& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TZ

>9TZ @)(%8 $"&0%$ 3&%$.$ %((2 *#$'/0+&-&1) (2 ,%0+&* 2%0-& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TZ

>9T[ > )6(7$'%#15 $8$)&- 01* 0 e*.--8f $'%#15 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TS

V9T @8$)&- 2(% *&-(1$)%0)#(1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9Z
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V9Z >++&/&%0)#(1$ 0) C(*& Z `.1*0-'&*4 γ = 1/24 β = 1/4a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9X

V9[ >++&/&%0)#(1$ 0) C(*& R `*0-'&*4 γ = 1/24 β = 1/4a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9]

V9S >++&/&%0)#(1$ 0) C(*& Z `*0-'&*4 γ = 1/24 β = 1/4a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9U
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(a) Inclusions in a ductile matrix (b) Void nucleation

(c) Void growth (d) Strain localization between voids

(e) Necking between voids (f) Void coalescence and fracture
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0/#)8 1 : −14 )"& /#1&0% +(1$)%0#1) 6(./* ,&

d1 − d2 − cd0 = 0 `>9RXa

!( 03(#* )"& $#15./0% $)#221&$$ 6"&1 '%&$+%#,#15 )"& *#$'/0+&-&1) 0) d04 0 e*.--8f $'%#15 01*

0 e*.--8f *&5%&&7(272%&&*(- 0%& 0**&* 0) d34 $"(61 #1 :#5.%& >9T[9 :(% )"& 1&6 $8$)&-4 )"&

%&3#$&* +(1$)%0#1) #$

d1 − d2 + d3 − d0 = 0 `>9R]a

!"&1 )"& +(1$)%0#1) +(12/#+) +01 ,& $(/3&*9

>9T[



P1

P2

P3

d1

d2

d3
Dummy spring

3(GHIJ !'7? ! O`UWPVI(TG PYPOJM NTS N fSHMMYg PVI(TG

!'D &+*&-5/4*0 %.1!%)#

> 1.-&%#+0/ -&)"(* 2(% 0''/8#15 '%('(%)#(10/ /(0*#15 .$#15 -./)#'/& '(#1) +(1$)%0#1)$ #$ *&3&/7

('&* ,0$&* (1 )"& '%#1+#'/& (2 3#%).0/ 6(%<9 Y) #$ 0''/#+0,/& 2(% 01 0%,#)%0%8 1.-,&% (2 /(0*$4 #1

0%,#)%0%8 *#%&+)#(1$4 01* 2(% 01 0%,#)%0%8 )8'& (2 $)%.+).%&9 @(-& &;0-'/&$ *&-(1$)%0)& )"& 0''/#7

+0)#(1 01* )"& 0++.%0+8 (2 )"& -./)#'/& '(#1) +(1$)%0#1) -&)"(*9 !"#$ -&)"(* '%(3#*&$ 0 $)0,/&

01* &22#+#&1) 608 )( &30/.0)& $)%.+).%&$ )"0) -08 .1*&%5( $(2)&1#159

>9TS



?>>+(4"M /W H"-.$--"1( 1( ,(-'&R"%"'; 13
E+8#&2X ,('+)2&'12

"'7 4*$%+/5&$4+*

!"& C&6-0%< #1)&5%0)(% `C&6-0%<4 TUSUa #$ (1& (2 )"& -($) '('./0% +/0$$&$ (2 )#-& #1)&5%0)(%$9

Y) "0$ ,&&1 +(1$#*&%&* .1+(1*#)#(10//8 $)0,/& #2 '0%0-&)&%$ γ ≥ 1/2 01* β ≥ γ/2 0%& .$&* `W.5"&$4
TU]Xai β = 1/4 01* γ = 1/2 0%& )"& -($) 6#*&/8 .$&* +(-,#10)#(1 (2 '0%0-&)&%$9 W(6&3&%4 )"&%&

#$ (1& $#).0)#(1 )"0) "0$ ,&&1 5&1&%0//8 #51(%&*d #2 )"& -0$$ #$ F&%(4 01* '0%0-&)&%$ β = 1/4 01*

γ = 1/2 0%& .$&*4 )"& #1)&5%0)(% ,&+(-&$ .1$)0,/&9

n&%( -(*0/ -0$$ #$ 1() %0%& #1 $)%.+).%0/ *810-#+ 010/8$&$9 Y) #$ +(--(1 )( 0$$#51 F&%(

`*#$)%#,.)&*a -0$$ *&1$#)8 )( 2#1#)& &/&-&1)$ ,.) 0 /.-'&* -0$$ 0) )"& 1(*&$9 Y1 )"#$ +0$&4 )"&%&

#$ 1( %()0%8 #1&%)#0 0) )"& 1(*&$4 01* -(*0/ 010/8$#$ $"(6$ 0 -(*& 6#)" F&%( -0$$9 Y2 )"& 6"(/&

$8$)&- #$ $(/3&* 6#)"(.) $)0)#+ +(1*&1$0)#(14 )"& F&%(7-0$$ -(*& #$ &;+#)&* 6"&1 2(%+& #$ 0''/#&*4

01* #1$)0,#/#)8 6#// (++.%9

Y1 )"#$ +"0')&%4 )"& /#1&0% $)0,#/#)8 (2 )"& C&6-0%< #1)&5%0)(% 2(% F&%( -0$$ #$ 010/8F&*4

01* )"& #1$)0,#/#)8 #$ *&-(1$)%0)&* 6#)" 0 1.-&%#+0/ &;0-'/&9

"'8 -4*.!% #$!"4-4$@ !*!-@#4#

D(1$#*&% 0 /#1&0% $#15/&7*&5%&&7(272%&&*(- -0$$7*0-'&%7$'%#15 $8$)&-4 6"#+" +01 ,& *&$+%#,&*

,8 &=.0)#(1

mai+1 + cvi+1 + kui+1 = 0 `V9Ta

0) )#-& ti+14 6"&%& m #$ -0$$i c #$ )"& *0-'#15 +(&22#+#&1)i k #$ $)#221&$$i 01* a4 v4 01* u 0%&

0++&/&%0)#(14 3&/(+#)8 01* *#$'/0+&-&1)4 %&$'&+)#3&/89 Y2 0 C&6-0%< #1)&5%0)(% 6#)" '0%0-&)&%$



β = 1/4 01* γ = 1/2 #$ 0''/#&*4 )"&1



ui+1 = ui + vih +
h2

4
(ai + ai+1)

vi+1 = vi +
h
2
(ai + ai+1)

`V9Ra

6"&%& h #$ )"& #1)&5%0)#(1 )#-& $)&'9 Y2 ai+1 2%(- H=.0)#(1 `V9Ta #$ $.,$)#).)&* #1)( `V9Ra4 )"&1



mui+1 = mui + mvih −
h2

4
(cvi + kui + cvi+1 + kui+1)

mvi+1 = mvi −
h
2
(cvi + kui + cvi+1 + kui+1)

`V9Za

!"#$ $8$)&- (2 &=.0)#(1$ +01 ,& %&0%%015&* #1)( )"& %&+.%$#(1 2(%-

yi+1 = Ayi `V9[a

6"&%& 3&+)(% y = [u, v]T 01* A #$ )"& 0-'/#2#+0)#(1 -0)%#;

A =
1

4m + 2hc + h2k



4m + 2hc − h2k 4hm

−4hk 4m − 2hc − h2k


 `V9Sa

!"& &#5&130/.&$ (2 )"& 0-'/#2#+0)#(1 -0)%#; 0%&

r =
[4m − h2k] ± 2h

√
c2 − 4mk

4m + 2hc + h2k
`V9Qa

?#1&0% $)0,#/#)8 (2 %&+.%$#(1 %&=.#%&$ )"0) )"&$& &#5&130/.&$ /#& 6#)"#1 )"& .1#) +#%+/& #1 )"& +(-'/&;

'/01&4 01* )"($& (1 )"& +#%+/& "03& -./)#'/#+#)#&$ (2 T `Y$&%/&$4 TUUQa9 Y1 ()"&% 6(%*$4 #2 ‖r‖ ≤ 1

01* )"($& %(()$ 6#)" ‖r‖ = 1 0%& 1() %&'&0)&*4 )"&1 )"& #1)&5%0)(% #$ $)0,/&9 Y2 -0$$ #$ /0%5&% )"01

F&%( m > 0 01* '0%0-&)&%$ γ ≥ 1/2 01* β ≥ γ/2 0%& .$&*4 )"& #1)&5%0)(% #$ .1+(1*#)#(10//8 $)0,/&
`W.5"&$4 TU]Xa9

V.) #2 -0$$ #$ F&%( `m = 0a4 )"& &#5&130/.&$ ,&+(-&

r1,2 =
−hk ± 2c
2c + hk

⇒ r1 = −1 01* r2 = 1 − 2hk
2c + hk

`V9Xa

Y2 c > 0 01* h > 04 )"&1 r2 ∈ (−1, 1)4 01* )"&%& #$ (1/8 (1& &#5&130/.& r1 = −1 /8#15 (1 )"&
.1#) +#%+/&9 C.-&%#+0/ &%%(% 6#// '%('050)& 2%(- (1& $)&' )( )"& 1&;) +(1$)01)/89 Y2 )"& *0-'#15

+(&22#+#&1) #$ 0/$( F&%(4 c = 04 )"&1 ,()" &#5&130/.&$ ,&+(-& −19 !"&8 ,()" /#& (1 )"& .1#) +#%+/&
01* )"& -./)#'/#+#)8 #$ R9 :(% )"#$ +0$&4 )"& C&6-0%<h$ -&)"(* ,&+(-&$ .1$)0,/&9 !"& 1.-&%#+0/

&%%(% 6#// 5%(6 /#1&0%/8 `#1$)&0* (2 &;'(1&1)#0//8a9

V9R



"'= /.1+*#$%!$4+*

:#5.%& V9T $"(6$ 0 $8$)&- 6#)" )"%&& 1(*&$ +(11&+)&* ,8 )6( )%.$$ &/&-&1)$9 C(*& T #$ 2#;&*9

!"& -0$$ 0) )"& C(*& Z #$ P9PPT9 !"& $)#221&$$ (2 )%.$$ &/&-&1)$ #$ T9 ?(0*$ 0%& 0''/#&* 0) C(*& R

01* Z4 01* P2 = P3 = 0.0016t4 6"&%& t #$ )#-&9 !"& $8$)&- $)#221&$$ 01* -0$$ -0)%#;&$ 0%&

K =



1.6 −0.8
−0.8 0.8


 , M =



0 0

0 0.001


 `V9]a

k1 = 0.8 k2 = 0.8
m3 = 0.001

P2 P3

1 2 3
m2 = 0

3(GHIJ "'7 #YPOJM XUI SJMUTPOINO(UT

:(% )"& *0-'&* $8$)&-4 $)#221&$$ '%('(%)#(10/ *0-'&* #$ 0''/#&* .$#15 E08/&#5" *0-'#15

c = aM + bK4 6#)" a = 0 01* b = 0.0059 !"#$ %&$./)$ #1 0 *0-'#15 %0)#( ζ1 = 5r 2(% )"&

2#%$) -(*& `ω1 = 20a9 O(*&$ (2 )"& $8$)&- 0%& φ1 = [0.5, 1]T 4 01* φ2 = [1, 0]T 9 O(*& T "0$

1(17F&%( -(*0/ -0$$ `M1 = 0.001a4 6"&%&0$ O(*& R "0$ F&%( -(*0/ -0$$ `M2 = 0a9 V0$&* (1

)"& /#1&0% $)0,#/#)8 010/8$#$ #1 '%&3#(.$ $&+)#(14 #2 )"& C&6-0%< #1)&5%0)(% #$ .$&* )( $(/3& )"#$

*810-#+$ $8$)&-4 O(*& T #$ $)0,/& 01* O(*& R #$ .1$)0,/&9 V&+0.$& O(*& R +(1)%#,.)&$ (1/8 )(

)"& *#$'/0+&-&1) (2 C(*& R `φ22 = 0a4 C(*& Z 6#// ,& $)0,/& 01* C(*& R 6#// ,& .1$)0,/&9

!"& 010/8)#+0/ $(/.)#(1 (2 0++&/&%0)#(1 2(% $8$)&- mq̈ + cq̇ + kq = αt #$

q̈ =




α

k
&;'−ζωnt

ωn√
1 − ζ2

$#1ωdt (m ! 0)

0 (m = 0)

`V9Ua

6"&%& ωn =
√

k/m4 ζ = c/(2mωn) < 1 01* ωd = ωn
√
1 − ζ29 V8 $.'&%'($#)#(14 )"& 0++&/&%0)#(1$

2(% .1*0-'&* $8$)&- #1 :#5.%& V9T 0%&

a2 = 0.06 $#1 20t

a3 = 0.12 $#1 20t
`V9TPa

V9Z



01* 010/8)#+0/ $(/.)#(1$ (2 0++&/&%0)#(1$ 2(% ζ = 5r .1*&%7*0-'&* $8$)&- 0%&

a2 =
0.06√
0.9975

&;'(−t) $#1(20
√
0.9975t)

a3 =
0.12√
0.9975

&;'(−t) $#1(20
√
0.9975t)

`V9TTa

:#5.%&$ V9R 01* V9Z +(-'0%& )"& %&$./)$ 2(% )"& .1*0-'&* $8$)&-9 :#5.%&$ V9R0 01* V9Z0

0%& )"& 010/8)#+0/ $(/.)#(1$i 0++&/&%0)#(1$ 0) C(*& R 01* Z 0%& ,()" $#1.$(#*0/ +.%3&9 Y2 F&%( -0$$

0) C(*& R #$ $'&+#2#&*4 )"& &%%(% 2(% O(*& R 6#// 5%(6 /#1&0%/84 $"(61 #1 :#5.%& V9R, 2(% 0 )#-&

$)&' (2 P9PPS9 :#5.%&$ V9R, 01* V9Z, 0/$( $"(6 )"0) )"& #1$)0,#/#)8 #$ 0) C(*& R (1/89 !"#$ #$

,&+0.$& O(*& R "0$ 1( +(-'(1&1) 0) C(*& Z9 Y2 0 $-0// -0$$ #$ 0$$#51&* 0) C(*& R4 )"&1 0$

$"(61 #1 :#5.%& V9R+4 )"& #1$)0,#/#)8 #$ *#-#1#$"&*9 !"& ($+#//0)#(1 0) C(*& R #$ &;'&+)&* ,&+0.$&

"#5"72%&=.&1+8 3#,%0)#(1 (2 O(*& R #$ 1() *0-'&* (.)9 :#5.%&$ V9[ 01* V9S +(-'0%& )"& %&$./)$

2(% )"& *0-'&* $8$)&-9 :#5.%&$ V9[0 01* V9S0 $"(6 )"& 010/8)#+0/ $(/.)#(1 (2 &3&%7*&+%&0$#15

($+#//0)#(1 (2 0++&/&%0)#(1 0) C(*& R 01* Z9 Y2 )"& -0$$ 0) C(*& R #$ F&%(4 )"& 0,$(/.)& &%%(% (2O(*&

R 6#// '%('050)& +(1$)01)/8 01* )"& 1.-&%#+0/ $(/.)#(1 ($+#//0)&$ 0,(.) )"& 010/8)#+0/ $(/.)#(19

!"& 1.-&%#+0/ %&$./) 2(% )"#$ +0$& #$ $"(61 #1 :#5.%& V9[,9 !"& "#5"72%&=.&1+8 '0%) `O(*& Ra (2

0++&/&%0)#(1 0) C(*& R 1&3&% *&+%&0$&$4 &3&1 #2 #)$ /(672%&=.&1+8 '0%) `O(*& Ta 0) C(*& R *(&$

,&+0.$& (2 *0-'#159 Y2 0 $-0// -0$$ #$ 0$$#51&* 0) C(*& R4 )"&1 )"& 1.-&%#+0/ %&$./) 6#// =.#+</8

+(13&%5& )( )"& 010/8)#+0/ (1&4 0$ (,$&%3&* #1 :#5.%& V9[+9

"'? /4#&5##4+*

"'?'7 #UHIKJ UX 4T(O(NQ *HMJI(KNQ .IIUI

!"& )%.1+0)#(1 &%%(% #$ $-0// 2(% 0 $&+(1* (%*&% #1)&5%0)(% 01* #) *&+%&0$&$ 6#)" *&+%&0$#15 $)&'

$#F&$9 !"& %(.1*7(22 &%%(% #$ 1&5/#5#,/& 2(% *(.,/& '%&+#$#(1 &30/.0)#(19 !"&%&2(%&4 )"&8 0%& 1()

)"& -0J(% $(.%+& (2 )"& #1#)#0/ 1.-&%#+0/ &%%(% )"0) /#1&0%/8 5%(6$4 0$ (,$&%3&* #1 :#5.%& V9R,4

(% '%('050)&$ +(1$)01)/84 0$ (,$&%3&* #1 :#5.%& V9[,9 M1& '($$#,/& $(.%+& (2 )"& -0J(% #1#)#0/

1.-&%#+0/ &%%(% +(-&$ 2%(- )"& *#$+%&'01+8 (2 F&%( #1#)#0/ 3&/(+#)8 #1 )"& 1.-&%#+0/ $(/.)#(1 01*

1(17F&%( #1#)#0/ 3&/(+#)8 #1 010/8)#+0/ $(/.)#(19 :(% 0 $8$)&- 6#)" 1(17$#15./0% -0$$4 F&%( #1#)#0/

3&/(+#)8 #$ +(--(1/8 $'&+#2#&* 0$ )"& #1#)#0/ +(1*#)#(19 !"#$ #$ +(-'0)#,/& 6#)" )"& 010/8)#+0/

%&$./)9 :(% 0 -(*& 6#)" F&%( -0$$4 "(6&3&%4 )"& 010/8)#+0/ $(/.)#(1 (2 3&/(+#)8 -08 ,& 1(17F&%(9 Y2

V9[



F&%( #1#)#0/ 3&/(+#)#&$ #1 1.-&%#+0/ $(/.)#(1 0%& $)#// 0*(')&*4 )"&1 )"&%& +01 ,& 01 #1#)#0/ 1.-&%#+0/

&%%(%9 !"& &%%(% #1 3&/(+#)8 #$ 0-'/#2#&* 6"&1 *#22&%&1)#0)&* #1)( 0++&/&%0)#(19

"'?'8 +OLJI 9NQHJP UX ;NINMJOJI β

Y2 '0%0-&)&%$ γ = 1/24 β > γ/2 0%& .$&*4 )"& &#5&130/.&$ (2 )"& 0-'/#2#+0)#(1 -0)%#; 0%&

r =
2m + (2β − 1)h2k ±

[
h
√

c2 − 4mk − (4β − 1)h2k2
]

2m + hc + 2βh2k
`V9TRa

Y2 -0$$ #$ F&%(4 m = 04 )"& &#5&130/.&$ ,&+(-&

r1,2 =
(2β − 1)hk ±

√
c2 − (4β − 1)h2k2

2 + 2βhk
`V9TZa

Y2 c > 0 01* h > 04 )"&1 )"& #1)&5%0)(% #$ .1+(1*#)#(10//8 $)0,/&4 &3&1 6"&1 m = 09 V.) #2 c = 04

)"&1

r1,2 =
(2β − 1) ± i

√
4β − 1

2β
`V9T[a

6"&%& i #$ )"& #-05#10%8 .1#)9 Y) +01 ,& +0/+./0)&* )"0) ‖r‖ = 14 )"&%&2(%& 0 1.-&%#+0/ &%%(% 6#//

'%('050)& 2%(- (1& $)&' )( )"& 1&;) +(1$)01)/89 Y) #$ #1)&%&$)#15 )( 2#1* )"0) #2 γ = 1/24 β > 1/44 )"&

C&6-0%< #1)&5%0)(% #$ $)0,/& &3&1 #2 )"& -0$$ #$ F&%(9 !"& -($) +(--(1/8 .$&* '0%0-&)&% $&) l

γ = 1/24 β = 1/4l #$4 #1 20+)4 )"& 6(%$& +0$& #2 -0$$ #$ F&%(9 C.-&%#+0/ %&$./)$ 2(% '0%0-&)&%$

γ = 1/24 β = 1/4+0.01 0%& $"(61 #1 :#5.%&$ V9Q 01* V9X9 M1& +01 (,$&%3& 2%(- )"& 2#5.%&$ )"0)

&3&1 #2 )"& -0$$ #$ F&%( 0) C(*& R4 )"& %&$./)$ 0%& $)0,/& '%(3#*&* β #$ $)%#+)/8 /0%5&% )"01 γ/29

"'> &+*&-5/4*0 %.1!%)#

Y2 )"&-0$$ #$ F&%(4 )"& $&+(1* (%*&% &=.0)#(1 #$ #12#1#)&/8 $)#22 `#1 20+)4 #) #$ 0 2#%$) (%*&% &=.0)#(14 ,.)

#$ $(/3&* 0$ 0 $&+(1* (%*&% (1&a9 L%&3#(.$/8 #) 60$ +(--(1/8 ,&/#&3&* )"0) 01 #-'/#+#) 1.-&%#+0/

#1)&5%0)(% 60$ 0*&=.0)& )( 0**%&$$ )"#$ $#).0)#(1 01* )"0) C&6-0%< #1)&5%0)(% #$ .1+(1*#)#(10//8

$)0,/& #2 '0%0-&)&%$ γ ≥ 1/2 01* β ≥ γ/2 0%& .$&*9 !"#$ +"0')&% 010/8F&* )"& /#1&0% 1.-&%#+0/
$)0,#/#)8 (2 C&6-0%< #1)&5%0)(%4 01* *&-(1$)%0)&* )"0) &3&1 #2 C&6-0%< #1)&5%0)(% #$ #-'/#+#)4 #)

+01 ,& .1$)0,/& 2(% )"& +0$& (2 F&%( -0$$9 Y) #$ ,&))&% )( 0''/8 0 $-0// 0-(.1) (2 -0$$ 01*\(% 0

$-0// 0-(.1) (2 *0-'#15 )( 0// *&5%&&$7(272%&&*(- #1 0 $)%.+).%0/ $8$)&- )( 03(#* )"#$ #1$)0,#/#)89

V9S
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