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Z9[ E0)+"&)#15 .1*&% 0$8--&)%#+ $)%&$$ "#$)(%8 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 R]

Z9S H=.#30/&1) '/0$)#+ $)%0#1 )( 20#/.%& 3&%$.$ $)%&$$ )%#0;#0/#)8 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ZT

Z9Q A0-05& &3(/.)#(1 (2 D^NO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ZX

Z9X A0-05& &3(/.)#(1 (2 DAO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ZX

Z9] O01$(17D(22#1 '/() (2 D^NO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 Z]

Z9U O01$(17D(22#1 '/() (2 DAO -(*&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 Z]

S9T Y//.$)%0)#(1 (2 <#1&-0)#+ "0%*&1#15 '0%0-&)&%$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SR

S9R H;'&%#-&1)0/ 3&%$.$ 1.-&%#+0/ %&$./)$ `@O[UP +8+/#+ )&$) Ta 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SS

S9Z H;'&%#-&1)0/ 3&%$.$ 1.-&%#+0/ %&$./)$ `@O[UP +8+/#+ )&$) Ra 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SQ

S9[ H;'&%#-&1)0/ 3&%$.$ 1.-&%#+0/ %&$./)$ `@O[UP +8+/#+ )&$) Za 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 SX
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S9RZ W8$)&%&)#+ /((' (2 VbTP $'&+#-&1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 XS

S9R[ VbTP ,&"03#(% +(-'0%#$(1 T 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 XQ

S9RS VbTP ,&"03#(% +(-'0%#$(1 R 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 XX

S9RQ VbTP ,&"03#(% +(-'0%#$(1 Z 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 X]

S9RX :#1#)& &/&-&1) -(*&/#15 (2 C[ $'&+#-&1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]P

S9R] W8$)&%&)#+ /((' (2 C[ $'&+#-&1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]P

S9RU L%&*#+)&* /(+0/ ,.+</#15 01* *0-05& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]T

S9ZP L%&*#+)&* 2%0+).%& #1 )(' 2/015& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]T

S9ZT A0-05& 01* 2%0+).%& (2 ,%0+& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]Z

S9ZR A0-05& 01* 2%0+).%& (2 ,&0-7+(/.-1 +(11&+)#(1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]Z

S9ZZ H;'&%#-&1)0/ %&$./) 2(% ,%0+&* 2%0-& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ][

S9Z[ C.-&%#+0/ %&$./) 2(% ,%0+&* 2%0-& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ][
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S9ZQ :0#/.%& -(*& 0) )#-& t c TZ9] $&+4 5/(,0/ 3#&6 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]Q

S9ZX :0#/.%& -(*& 0) )#-& t c TZ9] $&+4 /(+0/ 3#&6 T 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]X

S9Z] :0#/.%& -(*& 0) )#-& t c TZ9] $&+4 /(+0/ 3#&6 R 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]X

S9ZU V0$& $"&0% 3&%$.$ 2#%$)7$)(%8 *%#2) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]]

S9[P :#%$)7$)(%8 *%#2) )#-& "#$)(%8 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 ]]

Q9T A&2(%-0)#(1 "#$)(%8 2(% %&2&%&1+& ,%0+& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPP

Q9R Y1)&%$)(%8 *%#2) %0)#($ )( 20#/.%& 3&%$.$ 6#*)"7)"#+<1&$$ %0)#($ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPP

Q9Z Y12/.&1+& (2 6#*)"7)"#+<1&$$ %0)#($ b/t `KL/r = 51a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPT

Q9[ Y12/.&1+& (2 $/&1*&%1&$$ %0)#( KL/r `b/t = 14.2a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPR

Q9S Y12/.&1+& (2 1.-,&% (2 +8+/&$ '&% *&2(%-0)#(1 /&3&/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPZ

Q9Q Y12/.&1+& (2 )&1$#(1\+(-'%&$$#(1 0$8--&)%8 %0)#( 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TP[

Q9X A&2(%-0)#(1 "#$)(%#&$ `!%&-,/08 01* V(.0)084 RPPRa 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPS

Q9] D%#)#+0/ 6#*)"7)"#+<1&$$ %0)#($ b/t 2(% &0$) +%.$)0/ &3&1)$ 0) *#$)01+& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPQ

Q9U D%#)#+0/ 6#*)"7)"#+<1&$$ %0)#($ b/t 2(% 6&$) +%.$)0/ &3&1)$ 0) *#$)01+& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPX

Q9TP D%#)#+0/ 6#*)"7)"#+<1&$$ %0)#($ b/t 2(% 6&$) 1&0%72#&/* &3&1)$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TP]

Q9TT D%#)#+0/ 6#*)"7)"#+<1&$$ %0)#($ b/t 2(% 6&$) $.,*.+)#(1 &3&1)$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TPU

Q9TR A0-05& &3(/.)#(1 2(% *#22&%&1) $)%&15)"&1#15 -&)"(*$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTR

Q9TZ A&)0#/$ (2 +(/.-1d %&2&%&1+& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTZ

Q9T[ A&)0#/$ (2 +(/.-1d %&*.+&* *&')" 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTZ

Q9TS A&)0#/$ (2 +(/.-1d )"#+<&1&* 6&, 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TT[

Q9TQ A&)0#/$ (2 +(/.-1d )"#+<&1&* 2/015& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TT[

Q9TX A&)0#/$ (2 %&#12(%+&-&1)d %&2&%&1+& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTS

Q9T] A&)0#/$ (2 %&#12(%+&-&1)d $)#22&1&% 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTS

Q9TU A&)0#/$ (2 %&#12(%+&-&1)d %&#12(%+#15 '/0)&$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTQ

Q9RP A&)0#/$ (2 %&#12(%+&-&1)d !7$"&0% )0, 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTQ

Q9RT A&)0#/$ (2 %&#12(%+&-&1)d 6&/*&* 2/015&$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TTX
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Q9RX A&)0#/ .$&* )( #1*.+& #17'/01& ,.+</#15 (2 ,%0+&$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TRZ

Q9R] >10/8$#$ %&$./) (2 #17'/01& ,.+</#15 (2 ,%0+&$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TRZ

Q9RU O(*&/ ,.#/*#15 2/((% '/01 01* ,%0+&* 2%0-& &/&30)#(1$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TRS
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Q9Z[ Y1)&%$)(%8 *%#2)$ ,8 -(*0/ '.$"(3&% 01* %&$'(1$& "#$)(%8 010/8$#$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 TZT

>9T b"#22/&7!%&& /(0* $8$)&- `W0%%#$ 01* O.$<#3#)+"4 TU]Pa 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9Z

>9R >%)#+./0)&* $8$)&- (2 )"& b"#22/&7!%&& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9[

>9Z Y1)&%'(/0)#(1 %&/0)#(1 2(% *#$'/0+&-&1)$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9S

>9[ > /#1&0% &;0-'/& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9Q

>9S C(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9]

>9Q ?(0* 3&%$.$ *#$'/0+&-&1) 2(% 1(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9U

>9X A#$'/0+&-&1) "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9U

>9] ?(0* "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% $'%#15$ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TP

>9U V#0;#0/ )&1$#(1 (2 0 $"&// &/&-&1) 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TT

>9TP @)%0#1 "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% -0)&%#0/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TR

>9TT @)%&$$ "#$)(%#&$ (2 1(1/#1&0% -0)&%#0/ 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TR

>9TR L.$"(3&% 010/8$#$ -(*&/ (2 ,%0+&* 2%0-& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TZ

>9TZ @)(%8 $"&0%$ 3&%$.$ %((2 *#$'/0+&-&1) (2 ,%0+&* 2%0-& 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TZ

>9T[ > )6(7$'%#15 $8$)&- 01* 0 e*.--8f $'%#15 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 >9TS

V9T @8$)&- 2(% *&-(1$)%0)#(1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9Z
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V9Z >++&/&%0)#(1$ 0) C(*& Z `.1*0-'&*4 γ = 1/24 β = 1/4a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9X

V9[ >++&/&%0)#(1$ 0) C(*& R `*0-'&*4 γ = 1/24 β = 1/4a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9]

V9S >++&/&%0)#(1$ 0) C(*& Z `*0-'&*4 γ = 1/24 β = 1/4a 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 V9U
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(a) Inclusions in a ductile matrix (b) Void nucleation

(c) Void growth (d) Strain localization between voids

(e) Necking between voids (f) Void coalescence and fracture

j02)&% >1*&%$(1 `TUUSak

3(GHIJ ='8 9U(S THKQJNO(UTA GIU`OLA NTS KUNQJPKJTKJ (T SHKO(QJ MJONQP

RX



 

 

S
tre

ss

Strain

1

2
3

1

2

3(GHIJ ='= *UTQ(TJNI "NHPKL(TGJI JXXJKO NTS KYKQ(K LNISJT(TG

 

 

S
tre

ss

Strain

1 2 3

1 2

ratchet strain

mean stress

3(GHIJ ='? %NOKLJO(TG HTSJI NPYMMJOI(K POIJPP L(POUIY

R]



='8 /!1!0. !*/ 3%!&$5%. 5*/.% 1+*+$+*4& -+!/4*0

!6( 0/)&%10)#3& 0''%(0+"&$ 0%& 5&1&%0//8 +(1$#*&%&* 2(%-(*&/#15-0)&%#0/ 20#/.%&d /(+0/ 0''%(0+"&$

01* 5/(,0/ 0''%(0+"&$9 ?(+0/ 0''%(0+"&$ 2(+.$ (1 #$$.&$ %&/0)&* )( -#+%(-&+"01#+$4 6"&%&0$

5/(,0/ 0''%(0+"&$ 0**%&$$ #$$.&$ (2 2%0+).%& -&+"01#+$9

='8'7 -UKNQ !VVIUNKLJP

!"& /(+0/ 0''%(0+" )( 2%0+).%& +01 ,& *&2#1&* 3&%8 5&1&%0//8 0$ )"& +(-,#10)#(1 (2 )"& 2(//(6#15

)6( 20+)(%$d `Ta )"& +(-'.)0)#(1 (2 /(+0/ $)%&$$ 01* *&2(%-0)#(1 30/.&$ #1 )"& -($) /(0*&* F(1&$

(2 0 +(-'(1&1) (% $)%.+).%&i 01* `Ra )"& .$& (2 '%&*&2#1&* &-'#%#+0/ -(*&/$ +(%%&$'(1*#15 )( 30%7

#(.$ 2%0+).%& -&+"01#$-$4 $.+" 0$ +/&0305&$4 *.+)#/& 2%0+).%&4 20)#5.&4 +%&&'4 $)%&$$7+(%%($#(14 !"'%

`E(.$$&/#&%4 TU]Xa9 !"& '0%0-&)&%$ 1&&*&* 2(% )"&$& &-'#%#+0/ -(*&/$ 0%& (,)0#1&* ,8 +0/#,%0)#(1

)( &;'&%#-&1)0/ *0)09

O018 *0-05& -(*&/$ "03& ,&&1 *&3&/('&* $#1+& )"& #1#)#0/ -#+%(-&+"01#+$ $).*#&$ (2 O+7

D/#1)(+< `TUQ]a 01* E#+& 01* !%0+&8 `TUQUa9 !"& -(*&/$ +01 ,& +0)&5(%#F&* #1)( )6( +/0$$&$d `Ta

3(#* 3(/.-& 2%0+)#(1 -(*&/$ 01* `Ra +(1)#1..- *0-05& -&+"01#+$ -(*&/$9 Y1 )"& 2#%$) 5%(.'4

20#/.%& #$ '%&*#+)&* 6"&1 3(#* 3(/.-& 2%0+)#(1 %&0+"&$ 0 +%#)#+0/ 30/.&9 Y1 )"& $&+(1* 5%(.'4 )"&

-0)&%#0/ #$ +(1$#*&%&* 2%0+).%&* 6"&1 )"& %&*.+)#(1 (2 )"& &22&+)#3& 0%&0 &;+&&*$ 0 +%#)#+0/ 30/.&9

V()" )8'&$ (2 -(*&/$ +01 ,& 6%#))&1 #1 )"& 2(%- (2 $)%&$$7-(*#2#&* +%#)#+0/ '/0$)#+ $)%0#1d

A0-05& &3(/.)#(1 D =

∫
F (σ)G (ε̇ p) *t `Z9T0a

:0#/.%& +%#)&%#0 D = Dc `Z9T,a

6"&%& σ #$ )"& $)%&$$ )&1$(%4 F #$ )"& $)%&$$ -(*#2#+0)#(1 2.1+)#(14 ε̇ p #$ )"& '/0$)#+ $)%0#1 %0)& )&1$(%4

G #$ )"& '/0$)#+ $)%0#1 %0)& 2.1+)#(14 D %&'%&$&1)$ )"& *0-05& (2 )"& -0)&%#0/4 01* Dc #$ )"& 30/.&

(2 )"& +%#)#+0/ *0-05& '0%0-&)&% 0) 20#/.%&9 :(% &;0-'/&4 )"& E#+& 01* !%0+&8 `TUQUa -(*&/ +01 ,&

6%#))&1 0$

F (σ) = &;' (1.5σm/σeq) G (ε̇ p) = ˙̄εp `Z9Ra

6"&%& σm = σ : 1/3 #$ )"& -&01 $)%&$$4 σeq =
√
3/2‖σ‖ #$ )"& &=.#30/&1) $)%&$$4 σm/σeq #$ )"&

$)%&$$ )%#0;#0/#)84 01* ˙̄εp #$ )"& &=.#30/&1) '/0$)#+ $)%0#1 %0)&4 *&2#1&* 0$

˙̄εp =

√
2

3
ε̇ p : ε̇ p `Z9Za

RU



:(% )"& '(%(.$ -&)0/ '/0$)#+#)8 -(*&/ `N!C -(*&/a *&3&/('&* ,8 N.%$(1 `TUXXa4 01* !3&%500%*

01*C&&*/&-01 `TU][a4 0 $('"#$)#+0)&* 8#&/* 2.1+)#(1 #$ *&3&/('&* 01* )"& 3(#* 5%(6)" '0%) #$ 5#3&1

,8

F (σ) = 1 G (ε̇ p) = ε̇p
v = ε̇ p : 1 `Z9[a

6"&%& ε̇p
v #$ )"& 3(/.-&)%#+ '/0$)#+ $)%0#1 %0)&4 01* 1 #$ )"& $&+(1*7(%*&% #*&1)#)8 )&1$(% 1 = δi jei⊗e j9

:(% )"& *.+)#/& *0-05&-(*&/ '%('($&* ,8 ?&-0#)%& `?&-0#)%&4 TUURi A.20#//8 01* ?&-0#)%&4

TUUSa4 6"#+" #$ ,0$&* (1 +(1)#1..- *0-05& -&+"01#$-$ `DAOa #1)%(*.+&* ,8 I0+"01(3 `TUS]a4

)"& *0-05& &3(/.)#(1 2.1+)#(1 ,&+(-&$

F (σ) =
[Y
S

]t
G (ε̇ p) = ˙̄εp `Z9Sa

6"&%& S #$ 0 -0)&%#0/ +(1$)01) #1 &1&%58 *&1$#)8 .1#)$4 t #$ 0 *#-&1$#(1/&$$ -0)&%#0/ +(1$)01)4 01*

Y #$ )"& #1)&%10/ &1&%58 *&1$#)8 %&/&0$& %0)&4 +0/+./0)&* 0$

Y =
1

2
σ : [De]−1 : σ `Z9Qa

6"&%& De %&'%&$&1)$ )"& 2(.%)"7(%*&% &/0$)#+#)8 )&1$(%

De = κ1 ⊗ 1+ 2G(I − 1

3
1 ⊗ 1) `Z9Xa

6"&%& λ 01* G 0%& )"& ?0-o +(1$)01)$4 01* I #$ )"& 2(.%)"7(%*&% $8--&)%#+ #*&1)#)8 )&1$(%9

I =
1

2
[δikδ jl + δilδ jk] ei ⊗ e j ⊗ ek ⊗ el `Z9]a

!"& E#+& 01* !%0+&8 `TUQUa -(*&/ 01* )"& ?&-0#)%& `TUURa -(*&/ '%&*#+) 3&%8 $#-#/0% )%&1*$ #1

)"& +0$& (2 '%('(%)#(10/ /(0*#154 0$ $&&1 #1 :#5.%& Z9S4 6"&%& )"& &=.#30/&1) '/0$)#+ $)%0#1 )( 20#/.%&

ε̄p
f 3&%$.$ $)%&$$ )%#0;#0/#)8 σm/σeq #$ '/())&* 2(% )"& )6( -(*&/$9 Y1 )"& +0$& (2 1(1'%('(%)#(10/

/(0*#154 O0%#1# !" #$% `TU]Sa $"(6&* )"0) )"& )6( -(*&/$ 0/$( 5#3& $#-#/0% %&$./)$9 E&+&1)/84

@)&5/#+" !" #$% `RPPSa #13&$)#50)&* )"& %&/0)#(1$"#' ,&)6&&1 )"& DAO 01* )"& N!C -(*&/$9

='8'8 0QURNQ !VVIUNKLJP

N/(,0/ 0''%(0+"&$ 0%& ,0$&* (1 0$8-')()#+ +(1)#1..--&+"01#+$ 010/8$#$9 G1*&% $(-& $#).0)#(1$4

$#15/&7 (% *.0/7'0%0-&)&%$ +01 .1#=.&/8 +"0%0+)&%#F& )"& +%0+< )#' +(1*#)#(19 b&//7<1(61 $#15/&7

'0%0-&)&% 30%#0,/&$ 0%& $)%&$$ #1)&1$#)8 K4 J7#1)&5%0/4 01* D!MA `+%0+< )#' ('&1#15 *#$'/0+&-&1)a9

ZP



0.0 0.3 0.6 0.9 1.2
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

1.8

 Stress triaxiality  σm / σeq

 

 

Eq
ui

va
le

nt
 p

la
st

ic 
st

ra
in

 to
 fa

ilu
re

 ε fp  Rice and Tracey (1969)
 Lemaitre (1992) ν = 0.3

3(GHIJ ='> .aH(2NQJTO VQNPO(K POIN(T OU XN(QHIJ 2JIPHP POIJPP OI(N6(NQ(OY

> 6&//7<1(61 *.0/7'0%0-&)&% 2(%-./0)#(1 #$ ,0$&* (1 )"& 0**#)#(1 (2 0 T 7$)%&$$ '0%0-&)&% )"0)

+"0%0+)&%#F&$ )"& +%0+< )#' +(1$)%0#1)9

>// )"&$& '0%0-&)&%$ 0%& *&2#1&* 0) )"& 5/(,0/ /&3&/ (2 )"& +%0+< -&*#.-4 6#)"#1 )"& 2%0-&7

6(%< (2 2%0+).%& -&+"01#+$9 !"&8 0%& 0''/#+0,/& )( 0 1.-,&% (2 $#).0)#(1$ 6"&%& #) #$ 1() 1&+&$$0%8

)( <1(6 )"& &;0+) $)0)& (2 $)%&$$ (% *0-05& #1 )"& 3#+#1#)8 (2 )"& +%0+< )#' `%015#15 2%(- 0 )6(7

*#-&1$#(10/4 0/-($) &/0$)#+ -&*#.-4 6#)" (1/8 0 $-0// '/0$)#+ F(1& %&/0)#3& )( )"& +%0+< $#F&i )(

0 )"%&&7*#-&1$#(10/ -&*#.- $.,J&+)&* )( '%('(%)#(10/ /(0*#15 (% +8+/#+ /(0*#15 #1 20)#5.&a9 M1

)"& ()"&% "01*4 )"#$ 0''%(0+" -08 '%(3& *&2#+#&1) #1 $(-& +0$&$4 ,&+0.$& (2 )"& $#F& (2 )"& +%0+<$4

'%(1(.1+&* (3&%0// '/0$)#+#)8 *.%#15 *.+)#/& 2%0+).%&4 (% /(0*#15 "#$)(%8 &22&+)$9

='8'= %JQNO(UT RJO`JJT -UKNQ NTS 0QURNQ !VVIUNKLJP

> $8$)&-0)#+ +(-'0%0)#3& 01* '0%0-&)%#+ $).*8 (2 /(+0/ 01* 5/(,0/ -(*&/$ 60$ %&'(%)&* ,8 m#0

01* @"#" `TUUSa .$#15 )"& %&'%&$&1)0)#3& 3(/.-& &/&-&1) `E^Ha -&)"(*(/(589 W&%&4 )"& $#F& (2

)"& &/&-&1)$ #1 )"& 2%0+).%& '%(+&$$ /08&% `)"& 2%0+).%& &/&-&1)$ %&'%&$&1)#15 )"& +%0+<a #1 )"& /(+0/

0''%(0+" #$ )"& <&8 '0%0-&)&% /#1<#15 )"& /(+0/ 01* 5/(,0/ 0''%(0+"&$4 01* 01 0''%(;#-0)& &=.0/#)8

ZT



&;#$)$d

JIc = µdσ0 `Z9Ua

6"&%& JIc #$ )"& +%#)#+0/ J7#1)&5%0/ .1*&% )"& O(*& Y +(1*#)#(14 d #$ )"& $#F& (2 )"& &/&-&1)$4 σ0

#$ )"& 2/(6 $)%&$$4 01* µ #$ 0 20+)(% (2 (%*&% .1#)84 $.55&$)#15 )"0) )"& &/&-&1) $#F& #1 /(+0/ 0'7

'%(0+"&$ $"(./* ,& (1 )"& (%*&% (2 JIc/σ0 (% D!MA )( (,)0#1 +(1$#$)&1) %&$./)$9 !"#$ -08 -0<&

/(+0/ 0''%(0+"&$ #12&0$#,/& 2(% /0%5& $)%.+).%0/ $8$)&-$ (% $.,0$$&-,/#&$9

='= /!1!0. !*/ 3%!&$5%. 5*/.% &@&-4& -+!/4*0

Y1 )"#$ $&+)#(14 /(+0/ 0''%(0+"&$ `0$ *&2#1&* #1 '%&3#(.$ $&+)#(1a )( -(*&/#15 *0-05& 01* 2%0+7

).%& .1*&% +8+/#+ /(0*#15 0%& &;0-#1&* #1 -(%& *&)0#/9 !"#$ 0''%(0+" #$ +(-'0%&* )( )"& '('./0%

O01$(17D(22#1 %./& 2(% /(67+8+/& 20)#5.&9 !"& )%0*#)#(10/ O01$(17D(22#1 %./& e#1+%&-&1)$f )"&

*0-05& $)0)& (1/8 0) )"& &1* (2 &0+" +8+/&9 Y1 +(1)%0$)4 )"& -#+%(-&+"01#+$ 01* *0-05& '/0$)#+#)8

0''%(0+" e%0-'$f )"& *0-05& +(1)#1.(.$/8 *.%#15 +8+/#159

='='7 1NTPUTW&UXX(T %HQJ

!"& O01$(17D(22#1 %./& #$ 0 '('./0% -(*&/ 2(% /(67+8+/& 20)#5.& ,&+0.$& (2 #)$ $#-'/#+#)89 N&1&%7

0//84 #) #$ 6%#))&1 #1 )"& 2(%-
∆εp

2
= ε′f (2Nf )

c `Z9TPa

6"&%& ∆εp/2 #$ )"& 0-'/#).*& (2 '/0$)#+ $)%0#14 Nf #$ )"& 1.-,&% (2 +8+/&$4 ε′f #$ )"& *.+)#/#)8

+(&22#+#&1)4 01* c #$ )"& *.+)#/#)8 &;'(1&1)9 Y1 TUSZ4 O01$(14 %&+(51#F#15 )"& 2(%- (2 H=.0)#(1

`Z9TPa %&/0)#15 20)#5.& /#2& 01* '/0$)#+ $)%0#1 %015&4 $.55&$)&* )"0) )"& -051#).*& (2 1/c 60$ e#1

)"& 1&#5",(%"((* (2 )"%&&f `O01$(14 TUSZa9 D(22#1 `TUS[a $"(6&* )"0) 2(% '%0+)#+0/ '.%'($&$ )"&

20)#5.& '%('&%)8 c #$ 0''%(;#-0)&/8 &=.0/ )( −1/24 01* )"0) ε′f #$ %&/0)&* )( )"& -(1()(1#+ 2%0+).%&
*.+)#/#)8 ε f `!3&%1&//# 01* D(22#14 TUSUa9 >+).0//84 c +(--(1/8 %015&$ 2%(- −0.5 )( −0.7 2(% -($)
-&)0/$4 6#)" −0.6 0$ 0 %&'%&$&1)0)#3& 30/.&9

A&$'#)& 0 /0%5& 0-(.1) (2 6(%< )( 5&1&%0/#F& )"#$ /06 )( -./)#70;#0/ $)0)&$ (2 $)%&$$ `!%(%&

O(%%(64 TUQ[a 01* )( +(-'/&; "#$)(%#&$ (2 /(0*#15 `O01$(1 !" #$%& TUXTa4 #) %&-0#1$ 0 -(*&/

5&1&%0//8 (1/8 0''/#&* )( .1#0;#0/ '&%#(*#+ /(0*#15$9 @)#//4 0 6#*& 30%#&)8 (2 )&$)$ (2 $)%.+).%&4

+(-'(1&1)4 01* -0)&%#0/ $'&+#-&1$ "03& *&-(1$)%0)&* )"& 5&1&%0/ 30/#*#)8 (2 )"& O01$(17D(22#1

ZR



%&/0)#(14 01* )"& %015& 2(% )"& +(&22#+#&1) c +#)&* 0,(3&9

E&+&1)/84 G%#F `RPPSa .)#/#F&* )"& O01$(17D(22#1 %./& )(5&)"&% 6#)" )"& L0/-5%&17O#1&%

/#1&0% "8'()"&$#$ 2(% *0-05& 0++.-./0)#(1 `L0/-5%&14 TUR[i O#1&%4 TU[Sa 01* )"& %0#12/(6 +8+/&

+(.1)#15 -&)"(* `O0)$.#$"# 01* H1*(4 TUQ]a )( '%&*#+) )"& /(67+8+/& 20)#5.& ,&"03#(% (2 .1#0;7

#0//8 /(0*&* $)%.)$9 !"#$ 0''%(0+" -#-#+$ )"& %.').%& (2 .1#0;#0//8 /(0*&* -0)&%#0/ 2#,&%$ .$&* )(

%&'%&$&1) )"& +%($$ $&+)#(1 (2 0 -&-,&%9 !"& %0#12/(6 +8+/& +(.1)#15 -&)"(* 60$ $#-'/#2#&* $(

)"0) (1/8 $&3&%0/ %&+&1) +8+/&$ 6&%& +(1$#*&%&*9 !"#$ 0//(6$ +(-'.)0)#(1 (2 *0-05& *.%#15 )"&

%&$'(1$& %0)"&% )"01 J.$) 0) )"& &1*9 >2)&% '0%0-&)&% +0/#,%0)#(1 #) 60$ $"(61 )"0) )"& '%&*#+)#(1

-0)+"&* )"& &;'&%#-&1) =.#)& 6&//9 C()& )"0) )"& +(1)#1.(.$ *0-05&-(*&/$ *#$+.$$&* #1 )"#$ +"0'7

)&% *( 1() %&/8 (1 +8+/& +(.1)#15 0/5(%#)"-$4 ,.) %0)"&% *0-05& +(1)#1.(.$/8 0++.-./0)#15 ,0$&*

(1 )"& *0-05& -&+"01#+$ -(*&/$ '%&$&1)&*9

='='8 &UTO(THUHP /NMNGJ 1USJQP

C() -.+" 0))&1)#(1 "0$ ,&&1 5#3&1 )( )"& '($$#,#/#)8 (2 #1+(%'(%0)#15 *0-05& #1)( +8+/#+ '/0$)#+#)8

,8 -&01$ (2 -#+%(-&+"01#+$9 E&+&1) 6(%<$ (1 '(%(.$ -&)0/ '/0$)#+#)8 0%& )"($& (2 ?&,/(1* !" #$%

`TUUSa4 V&$$(1 01* N.#//&-&%7C&&/ `RPPZa4 01* D&*&%5%&1 !" #$% `RPP[a9 !"&$& -(*&/$ #1)%(*.+&

1(1/#1&0% <#1&-0)#+ "0%*&1#15 #1)( )"& N!C -(*&/9 >$ 20% 0$ +(1)#1..- *0-05& -&+"01#+$ #$

+(1+&%1&*4 L#%(1*# 01* V(1(%0 `RPPZa #1)%(*.+&* .1#0;#0/ +(1*#)#(1$ )( -(*&/ $)#221&$$ %&+(3&%8

*.%#15 )&1$#(17+(-'%&$$#(1 +8+/#+ /(0*#159 I013#1*& 01* A&#&%/&#1 `RPP[a &;)&1*&* )"& E#+& 01*

!%0+&8 `TUQUa 2(%-./0)#(1 )( #1+(%'(%0)& 0 +8+/#+ 3(#* 5%(6)" -(*&/ `D^NOa9 !"&8 %&3#$&* )"&

-0)&%#0/ +"0%0+)&%#$)#+ Dc #1 H=.0)#(1 `Z9Ta9

Dc = Dc0 &;'(λε̄p) `Z9TTa

$( )"0) )"& +%#)#+0/ 3(#* 3(/.-& 2%0+)#(1 *&+%&0$&$ 0$ )"& &=.#30/&1) '/0$)#+ $)%0#1 #1+%&0$&$4 01*

)"&1 %&3#$#15 )"& $)%&$$ -(*#2#+0)#(1 2.1+)#(1 0$

F(σ) =
|σm|
σm

&;'(1.5σm/σeq) `Z9TRa

$( )"0) )"& 3(#* 3(/.-& 2%0+)#(1 *&+%&0$&$ `"&0/$a #1 +(-'%&$$#(19

?&-0#)%& `TUURa #1)%(*.+&* 0 %&/0)#3& $#-'/& -(*#2#+0)#(1 2(% *0-05& &3(/.)#(1 #1 +8+/#+

ZZ



/(0*#15
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∂ε i+1

`[9SSa

01* 2#10//8
∂σD,i+1

∂ε i+1
=
∂σi+1
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√
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